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摘　要：群Ｇ的子群Ｈ被称为Ｇ的弱Ｓ－嵌入子群，是指存在Ｇ的正规子群Ｔ使得ＨＴ为Ｇ的Ｓ－可换子群且Ｈ
∩Ｔ≤Ｈｓｅ，其中Ｈｓｅ是群Ｇ含于Ｈ的一个Ｓ－可换嵌入子群。研究了群Ｇ的某些素数幂阶弱Ｓ－嵌入子群对其超
可解性的影响，同时也得到了关于饱和群系的几个新的刻画。
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　　本文所讨论的群均为有限群，使用的符号及术
语是标准的 （见文 ［１］）。设 Ｆ为饱和群系，群 Ｇ
的子群Ｈ被称为是Ｆ－可补的是指存在Ｌ∈Ｆ使得
Ｇ＝ＨＬ成立。此时，我们称Ｌ是Ｈ在Ｇ中的一个Ｆ
－补。群Ｇ的子群Ｈ被称为是Ｓ－可换的［２］ （或Ｓ
－拟正规的［３］），若Ｈ与Ｇ的每个 Ｓｙｌｏｗ子群 Ｐ都
可换。在文 ［４］中，作者将其推广为：群 Ｇ的一
个子群Ｈ称为是Ｇ的Ｓ－可换嵌入子群，如果Ｈ的
每个Ｓｙｌｏｗ子群同时也是群Ｇ的某个 Ｓ－可换子群
的Ｓｙｌｏｗ子群。目前，人们已对这两个概念做了很
多的推广。例如，郭教授等［５］引入了几乎 Ｓ－正规
子群的概念。群Ｇ的子群Ｈ被称为是几乎Ｓ－正规
的是指存在Ｎ

"

Ｇ使得ＨＮ
"

Ｇ且Ｈ∩Ｔ≤Ｈｓｅ，其

中ＨｓＧ是群Ｇ含于Ｈ的最大Ｓ－可换子群。作为进
一步地推广，Ｓ－嵌入子群的概念在文 ［６］中被
引入：Ｈ被称为是Ｇ的Ｓ－嵌入子群是指存在 Ｎ

"

Ｇ使得ＨＮ在Ｇ中Ｓ－可换并且Ｈ∩Ｔ≤Ｈｓｅ。通过
对某些子群的几乎 Ｓ－正规性和 Ｓ－嵌入性质的研
究，人们已经得到了很多有意义的结果 （可见文

［７－８］等）。最近，在文 ［９］中作者们引出了以
下概念：

群Ｇ的子群Ｈ称为Ｇ的一个弱 Ｓ－嵌入子群，
如果存在Ｇ的正规子群Ｔ使得ＨＴ为Ｇ的Ｓ－可换
子群且Ｈ∩Ｔ≤Ｈｓｅ，其中Ｈｓｅ是群Ｇ含于Ｈ的一个
Ｓ－可换嵌入子群。

在文 ［８－９］中，通过假定群 Ｇ的某些素数
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幂阶子群满足弱Ｓ－嵌入性质，作者们已经得到了
关于群Ｇ结构的若干重要刻画。在本文中，我们主
要讨论弱Ｓ－嵌入子群对群 Ｇ超可解性的影响，得
到了几个新的结果。

１　准备知识

引理１［２］　设Ｈ为群的一个ｓ－可换子群。则
（ｉ）如果Ｎ

"

Ｇ，则Ｈ∩Ｎ在Ｇ中ｓ－可换。
（ｉｉ）如果 Ｈ是一个 ｐ－群 （ｐ为素数），则有

ＮＧ（Ｈ）≥Ｏ
ｐ（Ｇ）。

引理２［１０］　假设 Ｐ是群 Ｇ的一个含于 Ｏｐ（Ｇ）
的ｐ－子群。如果Ｐ在 Ｇ中 Ｓ－可换嵌入，则 Ｐ在
Ｇ中Ｓ－可换。

引理３［９］　设Ｇ为群且有Ｈ≤Ｋ≤Ｇ。
（ｉ）如果Ｈ

"

Ｇ，则Ｋ／Ｈ在Ｇ／Ｈ中弱Ｓ－嵌入
当且仅当Ｋ在Ｇ中弱Ｓ－嵌入。

（ｉｉ）如果Ｈ在Ｇ中弱Ｓ－嵌入，则Ｈ在Ｋ中弱
Ｓ－嵌入。

（ｉｉｉ）设Ｎ
"

Ｇ，则对于Ｇ的满足 （｜Ｈ｜，｜
Ｎ｜） ＝１的弱Ｓ－嵌入子群 Ｈ，有 ＨＮ／Ｎ在 Ｇ／Ｈ
中是弱Ｓ－嵌入的。

（ｉｖ）如果Ｈ在Ｇ中弱Ｓ－嵌入且Ｋ
"

Ｇ，则存
在Ｇ的一个含于Ｋ的正规子群Ｔ使得ＨＴ在Ｇ中Ｓ
－可换且Ｈ∩Ｔ≤Ｈｓｅ。
引理４［９］　设ｐ为｜Ｇ｜的最小素因子且 Ｐ为

Ｇ的非循环 Ｓｙｌｏｗｐ－子群。若 Ｐ的每个在 Ｇ中无
超可解补的极大子群都在Ｇ中弱Ｓ－嵌入，则Ｇ为
ｐ－幂零群。

引理５［９］　设 Ｎ为 Ｇ的非平凡正规 ｐ－子群。
如果Ｎ的每个极大子群都在Ｇ中弱 Ｓ－嵌入，则 Ｎ
有一个极大子群在Ｇ中正规。

２　主要定理及其证明
定理１　群Ｇ超可解当且仅当存在Ｇ的正规子

群Ｅ使得Ｇ／Ｅ超可解，且Ｅ的非循环Ｓｙｌｏｗ子群的
每个在Ｇ中无超可解补的极大子群都在Ｇ中弱Ｓ－
嵌入。

证明　必要性是明显的，我们只需要证明定理
的充分性。假设结论不成立且 Ｇ为使得 ｜Ｇ｜｜Ｅ
｜为极小的反例。则有
①Ｅ可解且Ｑ"

Ｇ，其中 ｑ是 ｜Ｅ｜的最大素
因子且Ｑ为Ｅ的 Ｓｙｌｏｗｑ－子群。

设ｐ为｜Ｅ｜的最小素因子，Ｐ为 Ｅ的 Ｓｙｌｏｗ
ｐ－子群。如果Ｐ为循环群，则根据文 ［１１，Ｌｅｍｍａ
２２］可知Ｅ为ｐ－幂零群。若Ｐ非循环，令Ｐ１为

Ｐ的一个在Ｅ中无超可解补的极大子群。易知，Ｐ１
在Ｇ中也无超可解补。于是根据假设，Ｐ１在Ｇ中弱
Ｓ－嵌入。由引理 １知，Ｐ１在 Ｅ中弱 Ｓ－嵌入。因
此由引理４可知Ｅ是ｐ－幂零的。设Ｋ为Ｅ的正规
ｐ－补，则根据假设和引理３知Ｋ的非循环Ｓｙｌｏｗ子
群的每个在 Ｋ中无超可解补的极大子群都在 Ｋ中
弱Ｓ－嵌入。于是反复使用上述证明可知Ｅ为超可
解型 Ｓｙｌｏｗ塔群。特别地，Ｅ可解。令 ｑ＝ｍａｘ
π（｜Ｅ｜），Ｑ∈Ｓｙｌｐ（Ｅ）则有Ｑ"

Ｇ。
② Ｇ有唯一的一个含于Ｅ的极小正规子群 Ｎ，

Ｇ／Ｎ超可解且Φ( )Ｇ ＝１。
令Ｎ为Ｇ的一个含于 Ｅ的极小正规子群。由

Ｅ为可解群知，Ｎ为初等交换 ｐ－群，其中 ｐ为素
数。显然，（Ｇ／Ｎ）／（Ｅ／Ｎ） Ｇ／Ｎ为超可解群。假
设Ｔ／Ｎ为 Ｅ／Ｎ的一个非循环的 Ｓｙｌｏｗｒ－子群且
Ｔ１／Ｎ为Ｔ／Ｎ的极大子群，其中ｒ为｜Ｅ／Ｎ｜的一个
素因子。如果ｒ＝ｐ，则Ｔ为Ｅ的非循环的 Ｓｙｌｏｗｐ
－子群且 Ｔ１为 Ｔ的极大子群。根据假设，Ｔ１在 Ｇ
中有超可解补或Ｔ１在Ｇ中弱Ｓ－嵌入。根据引理２
可知，Ｔ１／Ｎ在Ｇ／Ｎ中有超可解补或是Ｔ１／Ｎ在Ｇ／
Ｎ中弱Ｓ－嵌入。现在假定 ｒ≠ ｐ。此时，存在 Ｅ
的Ｓｙｌｏｗｒ－子群Ｒ使得Ｔ＝ＲＮ。令Ｒ１＝Ｒ∩Ｔ１，
则Ｒ１为Ｒ的极大子群且Ｔ１ ＝Ｒ１Ｎ。根据假设，Ｒ１
在Ｇ中有超可解补或是 Ｒ１在 Ｇ中弱 Ｓ－嵌入。根
据引理３（ｉｉｉ），Ｔ１／Ｎ在Ｇ／Ｎ中有超可解补或是Ｔ１
／Ｎ在Ｇ／Ｎ中弱Ｓ－嵌入。这表明 （Ｇ／Ｎ，Ｅ／Ｎ）满
足定理的条件。于是由 Ｇ的极小性可设 Ｇ／Ｎ为超
可解群。由于所有超可解群构成一个饱和群系，我

们可假定 Ｎ为群 Ｇ含于 Ｅ的唯一极小正规子群且
Ｎ≤≠Φ（Ｇ）。因此，Φ（Ｇ）＝１。

③Ｎ＝Ｑ＝Ｆ（Ｅ） ＝ＣＥ( )Ｎ 非循环且 Ｇ＝
［Ｎ］Ｍ，其中Ｍ是Ｇ的一个极大子群。

由于Φ（Ｇ）＝１，故存在Ｇ的极大子群Ｍ使得
Ｇ＝［Ｎ］Ｍ。由 Ｃ＝ＣＥ（Ｎ）＝ＣＧ（Ｎ）∩ Ｅ"

Ｇ。
可知，（Ｃ∩Ｍ）Ｇ ＝（Ｃ∩Ｍ）ＮＭ ＝（Ｃ∩Ｍ）Ｍ ＝Ｃ
∩Ｍ。于是Ｃ∩Ｍ是Ｇ的正规子群。从而Ｃ∩Ｍ
＝１有且Ｃ＝Ｎ。由Ｎ≤Ｏｑ（Ｅ）≤Ｆ（Ｅ）≤Ｆ（Ｇ）≤
ＣＧ（Ｎ）知，Ｎ＝Ｆ（Ｅ） ＝Ｑ。再根据②得，Ｇ／Ｎ超
可解。如果Ｎ循环，则Ｇ为超可解群，矛盾。

④最终的矛盾。
设Ｍｑ为Ｍ的一个Ｓｙｌｏｗｑ－子群且Ｇｑ＝ＮＭｑ。

由Ｇ＝ ［Ｎ］Ｍ知，Ｇｑ为 Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｑ－子群。令
Ｑ１为Ｇｑ的一个含于Ｍｑ的极大子群且Ｎ１＝Ｎ∩Ｑ１，
则有Ｎ１"Ｇｑ。由｜Ｎ：Ｎ１｜＝｜Ｎ：Ｎ∩Ｑ１｜＝｜ＮＱ１：
Ｑ１｜＝｜Ｇｑ：Ｑ１｜＝ｑ知，Ｎ１为Ｎ的极大子群。令Ｔ

６２



　第 ４期 郭桂容等：弱Ｓ－嵌入子群与有限群的超可解

为Ｎ１在Ｇ中的任一补，则有Ｇ＝Ｎ１Ｔ＝ＮＴ且Ｎ＝
Ｎ∩Ｎ１Ｔ＝Ｎ１（Ｎ∩Ｔ）成立。这表明Ｎ∩Ｔ≠１。由
Ｎ∩Ｔ"ＮＴ＝Ｇ且Ｎ为Ｇ的极小正规子群知，Ｎ∩
Ｔ＝Ｎ且Ｔ＝Ｇ为Ｎ１在Ｇ中的唯一补。因此，可设
Ｎ１在 Ｇ中无超可解补。根据假设和引理 ３（ｉｖ）
知，存在Ｋ

"

Ｇ使得Ｎ１Ｋ≤Ｅ在Ｇ中Ｓ－可换且Ｎ１
∩Ｋ≤（Ｎ１）ｓｅ。由②知Ｎ∩Ｋ＝１或Ｎ≤Ｋ。　　
如果Ｎ∩Ｋ＝１，则有Ｎ１＝Ｎ１（Ｎ∩Ｋ）＝Ｎ∩Ｎ１Ｋ
。根据引理１（ｉ）知，Ｎ１＝Ｎ∩Ｎ１Ｋ在Ｇ中Ｓ－可
换。如果Ｎ≤Ｋ，则有Ｎ１ ＝Ｎ１∩Ｎ≤Ｎ１∩Ｋ≤
（Ｎ１）ｓｅ≤Ｎ１。这表明Ｎ１＝（Ｎ１）ｓｅ在Ｇ中是Ｓ－可
换嵌入的。由引理２，我们也有Ｎ１在Ｇ中是Ｓ－可
换的。于是，根据引理 １（ｉｉ）知，ＮＧ（Ｎ１）≥
Ｏｑ（Ｇ）。另一方面，Ｎ１ ＝Ｎ∩ Ｑ１"Ｇｑ。于是，Ｎ１
"

Ｇ。从而有Ｎ１ ＝１且 ｜Ｎ｜＝ｑ，这与③矛盾。
因此，极小阶反例不存在，定理得证。

定理２　设Ｆ为包含所有超可解群类Ｕ的饱和
群系。群Ｇ∈Ｆ当且仅当存在 Ｇ的正规子群 Ｅ使
得Ｇ／Ｅ∈Ｆ，且Ｅ的非循环Ｓｙｌｏｗ子群的每个在Ｇ
中无超可解补的极大子群都在Ｇ中弱Ｓ－嵌入。

证明 必要性是明显的，我们只需证明充分性。

假设定理结论不成立且 Ｇ是使得 ｜Ｇ｜｜Ｅ｜极小
的反例。

由于Ｅ／Ｅ＝１超可解，且Ｅ的非循环Ｓｙｌｏｗ子
群的每个在 Ｅ中无超可解补的极大子群都在 Ｅ中
是弱Ｓ－嵌入的。根据定理１可知，Ｅ为超可解群。
于是对于ｐ＝ｍａｘπ（｜Ｅ｜）和ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｅ），我们有
Ｐ
"

Ｇ。现在，设Ｎ为群Ｇ含于Ｐ的一个极小正规
子群。显然，（Ｇ／Ｎ）／（Ｅ／Ｎ）Ｇ／Ｅ∈Ｆ。根据引理
３知，定理条件对于 Ｇ／Ｎ和 Ｅ／Ｎ仍成立。由 Ｇ的
极小性得Ｇ／Ｎ∈Ｆ。因为Ｆ为饱和群系，我们可设
Ｎ是群 Ｇ含于 Ｐ的唯一极小正规子群且 Ｎ≤≠
Φ（Ｇ）。由定理 １（３）中证明可知，Ｎ＝Ｏｐ（Ｇ）＝
Ｐ。如果 Ｎ为循环群，则由文 ［１２，Ｌｅｍｍａ２１６］
知Ｇ∈Ｆ，这与群Ｇ的选取矛盾。因此我们可设Ｎ
非循环。令Ｎ１为Ｎ的一个极大子群。通过使用一
个与定理１中第④步类似的证明，我们可推出Ｎ为
循环群从而有Ｇ∈Ｆ成立。

接下来，利用群Ｇ的某些极小子群的弱 Ｓ－嵌
入性质，我们也给出了群Ｇ属于饱和群系的一个充
分条件。

定理 ３　设 Ｆ为包含 Ｕ的饱和群系，群 Ｇ有
一个正规子群 Ｅ使得 Ｇ／Ｅ∈ Ｆ。假设对于 Ｅ的每
个非循环Ｓｙｌｏｗ子群Ｐ均有：

（ｉ）Ｐ的每个极大子群

或

（ｉｉ）Ｐ的每个素数阶及４阶 （如果 Ｐ为非交
换２－群且Ｈ≠ Ｚ∞（Ｇ）循环子群 Ｈ在 Ｇ中弱 Ｓ
－嵌入，则Ｇ∈Ｆ。
证明 假设定理不成立且我们考虑使得｜Ｇ｜｜

Ｅ｜极小的反例 （Ｇ，Ｅ）。设Ｐ为Ｅ的Ｓｙｌｏｗｐ－子
群，其中ｐ＝ｍａｘπ（｜Ｅ｜）。则有

① Ｅ为ｐ－幂零群。
如果Ｐ的每个极大子群都在 Ｇ中弱 Ｓ－嵌入，

则根据引理４，我们可知Ｅ为ｐ－幂零群。接下来，
我们假定Ｐ的每个素数阶和４阶 （如果 Ｐ为非交
换２－群且Ｈ≠Ｚ∞（Ｇ））循环子群Ｈ都在Ｇ中弱
Ｓ－嵌入。根据引理３可知 Ｈ在 Ｅ中弱 Ｓ－嵌入。
令Ｋ为Ｅ的真子群且 ｐ０∈ Ｓｙｌｐ（Ｅ）。则存在某个 ｘ
∈Ｅ使得Ｐｘ０≤Ｐ。由于Ｋｐ－幂零当且仅当Ｋ

ｘｐ－
幂零。不失一般性，我们可假定 Ｐ０≤ Ｐ。由于
Ｚ∞（Ｇ）∩ Ｋ≤ Ｚ∞（Ｋ），Ｐ０的每个素数阶和 ４阶
（如果Ｐ０为非交换２－群且 Ｈ≠ Ｚ∞（Ｇ））循环
子群Ｈ在Ｋ中弱Ｓ－嵌入。因此由归纳假设得Ｋ为
ｐ－幂零群。于是，Ｅ为极小非ｐ－幂零群。根据文
［１３，ＩＶ，Ｔｈｅｏｒｅｍ５４］知，Ｅ满足以下性质：

（ｉ）Ｅ＝［Ｐ］Ｑ，其中Ｐ和Ｑ分别是Ｅ的正规
Ｓｙｌｏｗｐ－子群和非正规循环Ｓｙｌｏｗｑ－子群；

（ｉｉ）Ｐ／Φ（Ｐ）为Ｅ的主因子；
（ｉｉｉ）Ｐ的方次数是ｐ或４。
令Ｘ／Φ（Ｐ）为 Ｐ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，则

存在ｘ∈Ｘ／Φ（Ｐ）使得Ｘ／Φ（Ｐ）＝〈ｘ〉Φ（Ｐ）／Φ（Ｐ）
且｜〈ｘ〉｜＝ｐ或４。根据假设知 〈ｘ〉 Ｚ∞（Ｅ）或
〈ｘ〉在Ｅ中弱Ｓ－嵌入。在前一种情形下，我们有
Ｐ∩Ｚ∞（Ｅ）≠Φ（Ｐ）成立。于是由 （ｉｉ）知，（Ｐ
∩Ｚ∞（Ｅ））Φ（Ｐ）＝Ｐ从而Ｐ≤Ｚ∞（Ｅ）。但此时Ｅ
为幂零群，矛盾。

现假定 〈ｘ〉在 Ｅ中弱 Ｓ－嵌入。根据引理 ３
（ｉｖ）知，存在 Ｅ的 Ｓ－可换子群 Ｃ和正规子群 Ｔ
使得〈ｘ〉Ｔ＝Ｃ≤Ｐ并且Ｔ∩〈ｘ〉≤〈ｘ〉ｓｅ。如果
Ｘ／Φ（Ｐ）在 Ｅ／Φ（Ｐ）中 Ｓ－可换，则容易得到
Ｘ／Φ（Ｐ）在 Ｅ／Φ（Ｐ）中正规。再由 Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｅ
的主因子得Ｐ／Φ（Ｐ）＝Ｘ／Φ（Ｐ）为循环群。因此，
Ｐ循环且Ｅ为ｐ－幂零群。此矛盾表明Ｘ／Φ（Ｐ）在
Ｅ／Φ（Ｐ）中不是 Ｓ－可换的。于是，〈ｘ〉在 Ｅ中也
不是Ｓ－可换的。而根据引理２知〈ｘ〉ｓｅ在Ｅ中Ｓ－
可换，于是我们有１＜Ｔ＜Ｐ。这表明ＴΦ（Ｐ）≠Ｐ，
从而有Ｔ≤Φ（Ｐ）。但此时

Ｘ／Φ（Ｐ）＝〈ｘ〉Φ（Ｐ）／Φ（Ｐ）＝
〈ｘ〉ＴΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）＝ＣΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）

７２
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为Ｅ／Φ（Ｐ）的Ｓ－可换子群。这个矛盾表明论断①
成立。

②Ｅ＝Ｐ是非循环的。
由①知，Ｅ为ｐ－幂零群。假设 Ｐ＜Ｅ且 Ｔ为

Ｅ的正规ｐ－补，则Ｔ
"

Ｇ。由引理 ３，我们可知定
理假设对于Ｇ／Ｔ（相对于 Ｅ／Ｔ）仍成立。因此，由
Ｇ的选取知 Ｇ／Ｔ∈ Ｆ。于是，定理假设对于 （Ｇ，
Ｔ）仍成立。再由 （Ｇ，Ｅ）的选取知Ｔ＝Ｅ，矛盾。
因为Ｇ／Ｅ∈ Ｆ，根据 ［１２，Ｌｅｍｍａ２１６］我们可
设Ｐ是非循环的。

③ 如果 Ｐ的每个极大子群都在 Ｇ中弱 Ｓ－嵌
入，则Ｐ＝ＧＦ是Ｇ的极小正规子群。

事实上，设Ｎ为群 Ｇ的一个含于 Ｐ的极小正
规子群。根据引理３知，假设对于Ｇ／Ｎ仍成立。从
而由Ｇ的选取知，Ｇ／Ｎ∈Ｆ。因此可设Ｎ为群Ｇ含
于Ｐ的唯一极小正规子群且Ｎ≠Φ（Ｇ）。令Ｍ为
群Ｇ的一个使得Ｇ＝［Ｎ］Ｍ成立的极大子群，则
Ｐ＝Ｐ∩ＮＭ＝Ｎ（Ｐ∩Ｍ）。由Ｐ≤Ｆ（Ｇ）≤ＣＧ（Ｎ）
知Ｐ∩Ｍ为Ｇ的正规子群，从而Ｐ∩Ｍ＝１。于是，
我们有Ｎ＝Ｐ＝ＧＦ成立。

④最终的矛盾。
如果Ｐ的每个极大子群都在 Ｇ中弱 Ｓ－嵌入，

则由②和③知 Ｐ是 Ｇ的极小正规子群且 ｜Ｐ｜＞
ｐ，这与引理５相矛盾。

接下来，我们假定Ｐ的每个素数阶和４阶 （如
果Ｐ为非交换２－群且 Ｈ≠ Ｚ∞ ( )Ｇ ）循环子群
Ｈ在Ｇ中弱Ｓ－嵌入。根据 （Ｇ，Ｅ）的选取可设Ｐ
＝ＧＦ且Ｐ≤≠Φ（Ｇ）。令Ｍ为群Ｇ的一个不包含Ｐ
的极大子群，则有Ｍ／Ｍ∩ＰＧ／Ｐ∈Ｆ。根据引
理３知，假设对于Ｍ仍成立。因此，由Ｇ的极小性
得Ｍ∈Ｆ。这表明Ｇ的每个不含 Ｐ的极大子群都
属于群系 Ｆ。于是根据文 ［１４，Ｔｈｅｏｒｅｍ３４２］
知，下列结论成立：

（ｉ）Ｐ／Φ（Ｐ）为Ｐ的Ｇ－主因子；
（ｉｉ）Ｐ的方次数为ｐ或４（若ｐ＝２且Ｐ非循环）；
（ｉｉｉ）如果Ｐ为交换群，则有Φ（Ｐ）＝１。
如果Ｐ／Φ（Ｐ）的每个极小子群都在 Ｇ／Φ（Ｐ）

中Ｓ－可换，则 Ｐ／Φ（Ｐ）的每个极大子群也都在
Ｇ／Φ（Ｐ）中 Ｓ－可换。因此根据引理 ５知，｜
Ｐ／Φ（Ｐ）｜＝ ｐ，这与 ② 矛盾。现在我们选取
Ｐ／Φ（Ｐ）的一个在Ｇ／Φ（Ｐ）中非Ｓ－可换的极小子
群Ｘ／Φ（Ｐ）。任取ｘ∈Ｘ／Φ（Ｐ）且令Ｌ＝〈ｘ〉，则有
｜Ｌ｜＝ｐ或４。根据假设知Ｌ Ｚ∞（Ｇ）或 Ｌ在 Ｇ
中弱 Ｓ－嵌入。如果 Ｌ Ｚ∞（Ｇ），则有 Ｐ∩
Ｚ∞（Ｇ）≤≠Φ（Ｐ）。于是，（Ｐ∩Ｚ∞（Ｇ））Φ（Ｐ）＝

Ｐ，即Ｐ≤Ｚ∞（Ｇ）。因此，我们可得 Ｐ／Φ（Ｐ） ＝
ｐ且Ｐ为循环群，这与②矛盾。下面我们假定 Ｌ在
Ｇ中弱Ｓ－嵌入。由于Ｘ／Φ（Ｐ）在Ｇ／Φ（Ｐ）中不是
Ｓ－可换的，Ｌ在Ｇ中非Ｓ－可换。因此根据引理３
（ｉｖ），存在Ｇ的一个含于Ｐ的非平凡正规子群Ｔ使
得ＬＴ在Ｇ中Ｓ－可换且Ｔ∩Ｌ≤Ｌｓｅ＝ＬｓＧ≠Ｌ。显
然，Ｔ≠ Ｐ。因此，ＴΦ（Ｐ）≠ Ｐ，即 Ｔ≤ Φ（Ｐ）。
此时，我们有

Ｘ／Φ（Ｐ）＝ＬΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）＝ＬＴΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）
在Ｇ／Φ（Ｐ）中是Ｓ－可换的。这个矛盾表明极小反
例不存在，从而定理得证。
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